ADMISION 2011-2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

GEOMETRIA

TRIANGULOS

1.- DEFINICION:
Si A, By C son tres puntos no colineales entonces la unién de los segmentos

AB, BC y AC se denomina triangulo y se denota como A ABC.

A ABC =ABUBCUAC /A, By C son puntos no colineales

1.1. Vértices y Lados

Vértices: Son cada uno de los puntos A, By C.

Lados: Son los segmentos AB, BC y AC.

1.2. Angulos de un Triangulo
Todo triangulo determina tres angulos.
Asi el triangulo ABC determina los
angulos ABC, BCA y BAC, los cuales
se denominan angulos o angulos Q

internos del triangulo ABC. A C\j

Un angulo externo de un triangulo es el angulo adyacente y suplementario
de un angulo del triangulo, es decir es cada uno de los angulos que
determina un par lineal con un angulo interno

del triangulo

Ejemplo. /BCQ

1.3. Interior y exterior de un triangulo
El interior de un triangulo es el conjunto de todos los puntos que son
interiores a cada uno de los angulos del triangulo. El exterior de un
triangulo es el conjunto de todos los puntos que no estan ni en el triangulo
ni en su interior.
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1.4. Perimetro del triangulo

Es la suma de las longitudes de los tres lados del triangulo y es denotada

como 2p. 5

2p=a+b+c

El semiperimetro es denotada como p
y es igual a

_a+b+c
2

2. CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS

2.1. Segun sus lados
Triangulo equilatero; si sus tres lados son congruentes.
Triangulo isésceles; si solo tiene dos lados congruentes.
Triangulo escaleno; si ningun par de sus lados son congruentes.

AVAWAN

Tridangulo Triangulo Triangulo
equilatero issceles escaleno

2.2. Segun sus angulos
Triangulo rectangulo, si tiene un angulo recto.
Triangulo oblicuangulo, si no tiene un angulo recto.
Si los tres angulos son agudos, se llama triangulo acutangulo, si uno de
sus angulos es obtuso, se llama triangulo obtusangulo.

RVANNN

Tridngulo Tridngulo Triangulo
rectangulo acutangulo obtusangulo
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3. LINEAS NOTABLES

3.1 Altura
Segmento perpendicular a un lado del triangulo trazado desde el vértice
opuesto hasta la recta que contiene a dicho lado. El Ortocentro es el punto
de interseccion de las alturas(o de sus prolongaciones) de un triangulo.

B B

BH: aIturaLeIativa al
lado AC.

A C HE - C

3.2. Mediana
Segmento cuyos extremos son un vértice del triangulo y el punto medio del
lado opuesto. Se denomina Baricentro al punto de intersecciéon de las
medianas de un triangulo.

B
M : Punto medio de AC.
BM: mediana relativa
al lado AC.
A M C
3.3. Mediatriz

Recta perpendicular a un lado del triangulo en su punto medio. Se
denomina Circuncentro al punto de interseccidon de las mediatrices de los
lados de un triangulo.

B

M : Punto medio de AC.
I : mediatriz del lado AC.

A M¢ C

3.4. Bisectriz interior
Segmento de una bisectriz de un angulo de un triangulo, cuyos extremos
son el vértice del angulo y un punto del lado opuesto. Se denomina
Incentro al, punto de interseccion de las bisectrices interiores de un
triangulo.
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BD: bisectriz interior
relativa al lado AC.

3.5. Bisectriz exterior
Segmento de una bisectriz de un angulo externo de un triangulo cuyos
extremos son el vértice del angulo y un punto de la recta que contiene al
lado opuesto. Se denomina Excentro al punto de interseccién de las
bisectrices de dos angulos externos y un angulo interno mide un triangulo.

BE: bisectriz exterior
relativa a AC.

Oby: B
Se denomina ceviana al segmento
cuyos extremos son un vértice y un
punto cualquiera de lado opuesto a
dicho vértice.

BD: ceviana relativa al lado AC.

3. TEOREMAS FUNDAMENTALES

3.1. Teorema de la desigualdad triangular
En todo triangulo la longitud de un lado es menor que la suma de las
longitudes de los otros dos lados.

B

a<b+c
b<a+c c a
c<a+b

A C
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3.2. Teorema de correspondencia

En todo triangulo al lado de mayor longitud le corresponde el angulo de
mayor medida. El reciproco de éste teorema es verdadero.

B

a>c « a>[3

3.3. Teorema de la suma de las medidas de los angulos internos

La suma de las medidas de los tres angulos internos de un triangulo es
180°. B

B
o+p+0=180°

3.4. Teorema del angulo externo

La medida de un angulo externo de un triangulo es igual a la suma de las
medidas de los angulos internos no adyacentes al angulo externo.

B
p

0=a+p

o 0
C

3.5. Teorema de la suma de las medidas de los angulos externos

En todo triangulo la suma de las medidas de los angulos externos
considerados uno por vértice es 360°.

A

B/\ B
o +p+6=360°

C
GEOMETRIA 5

CEPRE-UNI A



ADMISION 2011-2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y el mismo tamafio. En el caso
de los triangulos se tiene la siguiente definicion.

1.- DEFINICION:
Dos triangulos son congruentes si sus lados y angulos son respectivamente
congruentes, de tal modo que a lados congruentes le correspondan angulos
congruentes y viceversa.

B E
/é\ /é\
A 5 C D b F

En la figura los triangulos ABC y DEF son congruentes, lo cual se denota como:

A ABC = A DEF

y se lee triangulo ABC congruente con el triangulo DEF.
AB =DE ZA= /D

A ABC = A DEF < {BC ~EF /B=/E
AC =DF /C=/F

Esta notacion no solo expresa la congruencia de los triangulos sino ademas cual
es la congruencia. Es decir, el orden de los vértices establece una
correspondencia entre ellos:

A<D B<E y CoF

De ahi que es posible establecer una correspondencia entre sus lados.

AB < DE, BC « EF y AC & DF

y entre sus angulos internos

ZA < ZD, /B < ZE y /C«— LF

OBSERVACIONES -

a) Si A ABC = A DEF, entonces A ACB = A DFE.

b) Si A ABC = A DEF, es falso que A ABC = A DFE.

C) La congruencia de triangulos es una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva.
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2.- POSTULADO Y TEOREMAS DE LA CONGRUENCIA
Para determinar la congruencia de dos triangulos soélo es necesario establecer la
congruencia de tres elementos los cuales deben estar en un orden determinado
y por lo menos uno de ellos tiene que ser un lado. Se presenta el siguiente

postulado.

2.1. Postulado (congruencia LAL): Si dos triangulos tienen ordenadamente
congruentes dos lados y el angulo comprendido entre los dos lados, entonces los
triangulos son congruentes.

B E
/\ /\
A C D F
b b

Si:

AB =DE
ZA = /D= A BAC = A EDF
AC =DF

2.2. Teorema (congruencia ALA): Si dos tridngulos tienen ordenadamente
congruentes un lado y los angulos adyacentes a este lado, entonces los
triangulos son congruentes.

B E
/\ Ax
A b C D b F

Si:

ZA=/D
AC =DF = A ACB =~ A DFE
/C=/F
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DEMOSTRACION:

Supongamos que AB # DE.

Si AB > DE, sea Q € AB tal que AQ =DE.

A QAC = A EDF (LAL)

= mZQCA =m<£ZEFD =8

Esto contradice el postulado de la construccién de un angulo,
entonces AB no es mayor que DE

Si AB < DE, se prolonga AB y prosiguiendo de la misma manera se
encuentra la misma contradiccion, entonces AB no es menor que DE.
Por lo tanto AB = DE entonces AB = DE

= A ABC = A DEF

2.3. Teorema (congruencia LLL): Si dos triangulos tienen ordenadamente
congruentes sus tres lados, entonces los triangulos son congruentes.

B E

C a c a
A - C D - F
Si:

AB =DE

BC=EF } = A ABC = A DEF

AC =DF
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DEMOSTRACION:

Por el ©postulado de la construccion de un angulo
3 AG/m/HAC =m~/EDF =#.

Sea He AG/AH =DE

— A CAH= A FDE

— CH=zEF

Los triangulos BAH y BCH son isésceles = mZABC =m£ZAHC

A AHC = A ABC

A ABC = A DEF

2.4. Corolario (congruencia LLA)

Si dos triangulos tienen ordenadamente congruentes dos lados y el angulo
opuesto al mayor de éstos dos lados, entonces los triangulos son
congruentes.

B E

A CcC D F
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Si
AB = DE
BC =EF
BC > AB
/A= /D

= A ABC = A DEF

DEMOSTRACION:

A DEF:a>p
Supongamos que AC £ DE
Si AC <DF, sea Q eDF tal que AC =DQ

A BAC = A EDQ(LAL)
—=BC=EQ

A QEF isésceles
= m«£ZEQF =8

A DEF por angulo exterior > a

Lo cual es una concentracion con la primera afirmacion.

Si AC > DF, prosiguiendo de la misma manera en el triangulo ABC se
llega a la misma contradiccion.

Por lo tanto AC =DE.

Por el caso LLL
A ABC = A DEF
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3. APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

3.1

3.2.

3.3.

Teorema de la Mediatriz
Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del

segmento.
A

L
DEMOSTRACION

L: mediatrizde AB y V Pel
— PDQ AP = PB a
'~ AMP . BMP(LAL)
— AP =PB -
A ¢ M ¢

B

v
Teorema

En todo triangulo isosceles la altura relativa a la base, es también una mediana
y una bisectriz interior.

DEMOSTRACION
A ABC isosceles de base A_C_ B
y BHaltura relativa a la base AC oo
a a
—PDQ BH: mediana y bisectriz
interior.
_
A ¢ H ¢ c

- nNAHB 1~ CHB (congruencia LLAy)
= AH = HC (BH mediana) y

m~ZABH = m«ZCBH (BH bisectriz interior)

Teorema de la bisectriz
Todo punto de una bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.

DEMOSTRACION

—p —p
OP bisectrizdel Z<AOBy P OP

=PDQ AP=PB

O
~nOQA . OBAQ (congruencia ALA)
= QA=QB
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3.4. Teoremade los puntos medios

Toda recta trazada por el punto medio de un lado de un triangulo paralela a otro
lado, intersecta al tercer lado en su punto medio.

DEMOSTRACION
- B
BM=MA y L/ AC
=PDQ BN =NC . o
.Sea CQ ~ MB ~
= mZ AMC =m/ZMCQy -« g

mZQMC = m£ZMCA
-AMAC ACQB (congruencia ALA)
= AM=QC
A MNB A QNC(congruencia ALA) A
= BN =NC

Oby:

El segmento que une los puntos medios de dos lados de un
triangulo se denomina base media.

3.5. Teorema de la base media

En todo triangulo una base media es paralela al tercer lado y su longitud es la
mitad de la longitud de dicho lado.

DEMOSTRACION

MN: base media

—PDQ MN// AC vy MNzA—ZC

- Sea CQ MB
= mZMBC=msZNCQ =8y
mZAMC =m/ZMCQ =a +
-ABMN  ACAQN (congruencia ALA)
= MN=NQ=a y CQ=MB
- AAMC A QCM (congruencia LAL) A
= mZLACM=m/ZQMC = ¢
— MN// AC y
AC=MQ=2a
MN = AC
2
3.6. Teorema de la menor mediana en el triangulo rectangulo

2a C
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La longitud de la mediana relativa a la hipotenusa de un triangulo rectangulo es
igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa.

DEMOSTRACION
BM: mediana relativa a AC
AC
-SeaMN  AByAM=MC
=BN =NC
- Teorema de la Mediatriz
=BM =MC
=BM= &
2

4. TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES
Son aquellos triangulos rectangulos que conociendo la medida de uno de sus
angulos agudos se conoce también la razon entre las longitudes de sus lados.

.TRIANGULO RECTANGULO .TRIANGULO RECTANGULO
NOTABLE DE 45° NOTABLE DE 30° Y 60°

60°
45°
a\2 a
a a
30
45° a\3
a

.TRIANGULO RECTANGULO NOTABLE DE 15° Y 75°

a(\6 - v2)

! i |
.TRIANGULOS RECTANGULOS ( de medidas de 4ngulos agudos aproximados)

DE 37°Y 53° DE 53°/2

b
37°
53°/2
4k Sk 2b
DE 37°/2
53° a N\
37°/2
3k

3a
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. En un triangulo ABC se trazan la bisectriz interior BM y la ceviana CT, las cuales se

intersecan en R. Sim£ZMRC = 2m/ZRCM y mZRCB = mZBAC, entonces la mZRCM
es

A) 45° B) 30° C) 36° D) 50° E) 42°
Resolucién

- A MRC : por angulo exterior
2B =ato

-AABC :a+2¢p+a+p=180°
=2(p+0)+ B=180° .....(2)
- (1) en (2):

2(2p) + p = 180°
Por lo tanto
B =36 A v

2. En el exterior de un triangulo ABC y relativo AC se ubica el punto . Si AB = AD,
m£ZBAC = 50°, mZCAD =10° vy m~ZACB = 30°, entonces la m ZACD es.

A) 16° B) 20° C) 10°

D) 15° E) 25°

Resolucién

NAHB notable (30° y 60°)
—=AC=2AH =22

NAHB L ARD (LAL)
— mZARD = 90°

- Teorema de la Mediatriz
AD =DC

A ADC isosceles

x =10°

3. En un triangulo isésceles ABC, mZABC = 120, en AC se ubica el punto R y se
trazan exteriormente los triangulos isosceles APR y CQR.
Si mZAPR = mZRCQ = 120, demuestre que mZPBQ = 60.

CEPRE-UNI
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Demostracion.
‘A APR isosceles AR = a3 B
‘A RQC is6sceles RC = b+/3

‘A ABC iso6sceles AB =BC =a+b
‘A AMP equilatero MP = a

‘A QNC equilatero QN =b
‘APMB APRQ ABNQ (LALA

PB = BQ = PQ
= A PBQ equilatero
Por lo tanto
m /PBQ =60

4. En el interior de un triangulo is6sceles ABC(AB = BC), se ubica el punto | tal que
mZAIB = 90 y BC = 2(IN). Si N es el pinto medio de AC y la prolongacién de NI
intersecta a BC en M, entonces la mZNMC es

A) 75 B) 60 C) 45 D) 36 E) 120
Resolucién

-AAIB 1Q mediana
=1IQ=AQ=QB=a

-AABC QN Base Media
= QN=ay QN//BC

- AIQN equilatero
= mZQNI =60
"QN//BC —x=60

5. En un triangulo ABC (AB = BC) se ubica el punto T exterior y relativo a CA, M es el

punto medio de BC | AC =-/2 MT, m/CBA = 4m/CAT y m/ATC = 90°. Entonces la

mZCAT es.
A) 18° B) 20° C) 10° D) 15° E) 30°
Resolucién B

- ADC DL mediana

= DL=Db 4a
a
-A A% ML base @dia
= ML AB'y ML=a 23, M
CEPRE-UNI ' GHOMETR{A\a 15
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=>msZMLD =90° -2 a

- MLD notable (45°)
—a=b

A ABC : equilatero
4 o =60°
o=15°

6. En el interior de un triangulo ABC se ubica el punto D, tal que AB = BC = AD,
mZABC = 2/BAD y m«ZBCD =2 mZCAD . Entonces la mZDAC es

A) 10 B) 30 C) 18 D) 20 E) 40
Resolucion

- De la figura A ABC isosceles : mZACD = a -B
- A AMC por angulo exterior : mZBMC = 2a B
-ABCM isosceles : MC =BC
—-MH=HB=a
- A ADC por angulo exterior : mZADM = a
= A AMD isosceles
= DC=MB =2a
= AALB A CHB (ALA)

DL=BH=a
* . DLC notable (30°)
= o-f=30°.......... (1)
-ABHC :2a+B=90°............ (2)
-De(1)y (2):
B=10°

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. En la figura, BP = QC. Halle x.

A) 30° P
B) 36°
B
C) 40° g
D) 45° ‘
20° Q\
E) 60° A Q C
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2. En un tridangulo isésceles ADB (BD = AD) se traza la ceviana AQ y en su
prolongacion se ubica el punto C tal que BC = CD. Si m«zZCBD = 11 y
m~ZQNI = 38, entonces la m«ZCQD es

A) 41° B) 36° C) 46° D) 48° E) 52°

3. En el exterior de un triangulo rectangulo ABC y relativo a AC se ubica el punto D,
tal que mZADC =90° yv AD =AB + CD. Si AB=10u y m«ZBAD = 60°,
entonces la longitud de AC (enu ) es

A) 10 B) 10/3 C) 20 D) 1042 E) 15

4. Se tiene un triangulo ABC, AB=BC =a, donde a pertenece a los naturales, una
recta secante intersecta a los lados AB y BC en F y E respectivamente y a la

prolongacién de AC en D, si la mZADF >mZABC, AD=a y EF =3. El minimo
valor entero de la longitud del segmento DE es:

A)a-4 B)a-2 C)a-1 D)a+ 1 E)a+2

5. En la figura, los triangulos ABD y QBC son congruentes. Entonces la medida del angulo
BAC es

A) 54°
B) 76°
C) 75°

D) 72°

E) 80°

6. En un triangulo ABC, N es un punto de BC, M es un punto de AC tal que AM = MN. Si
mZACN = 2m~ZNBA y mZBAN= 2m/ZNAM, entonces la medida del angulo MNC es

A) 30° B) 36° C) 40° D) 45° E) 60°

7 . En un triangulo ABC ( AB = BC) , mZABC = 100°, en su jnterior se ubica el punto M tal
que mZMAC = 30°y mZMCA = 20°.Entonces la m/ZMBA es

A) 18° B) 20° C) 10° D) 15° E) 30°

8 . En un triangulo ABC, en la prolongacion de la ceviana AQ se ubica el punto D. Si

mZCBD = 3m«£BCA = 3m«£BDA, mZBAC = 2m«ZBDA, AC = CD y QD = 2AB + BQ,
entonces la medida del angulo BDA es
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A) 12° B) 18° C) 10° D) 20° E) 16°
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