ADMISION 2010-I GEOMETRIA

SEMEJANZA DE TRIANGULOS

1. DEFINICION
Dos triangulos se llaman semejantes cuando tienen sus angulos
respectivamente congruentes y los lados homologos proporcionales.
Los lados homdlogos son los opuestos a angulos congruentes y la razon de
semejanza es la relacion entre dos lados homologos.

Dos tridngulos semejantes ABC y A; B; C; satisfacen condiciones siguientes:

B1
B A
m ) )
A C

ZA =LA, ZB=4By, £ZC=/Cy
AB _BC _CA
AB; BiC; CiAg

y los designaremos AABC - AAB,C, y en esta forma estan incluidas las cinco
condiciones expresadas.

Teorema 1 (AA)

Primer criterio.- Si dos triangulos tienen dos &angulos ordenadamente
congruentes, entonces son semejantes.

B1
| /\m
/<(////m\\\\;&\ N c.
A C

A=A, ZC=/C;
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Demostra_cién:_
Se traza MN // AC de manera tal que BM = A;B;.

A N i
A C

En el AMBN y AAB,C,

/BMN=/BAC y /BAC=/B,AC,

=  /BMN=z /B,AC,

=  AMNB = AB;A,C, (Postulado de ALA)

AABC ~ AMBN (Por ser MN // AC)

Corolario
Dos angulos rectangulos son semejantes si tienen un angulo agudo congruente
/ACB = /DFE
A
D
B - C E (g

= AABC ~ ADEF

Teorema 2 (LAL)
Segundo criterio.- Dos triangulos son semejantes cuando tienen dos lados
proporcionales y congruentes el angulo comprendido entre ellas.

B B;
AB BC
0 0 N b~
AB; BiCy
A C = AABC ~ AAB,C,
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Corolario.- Dos tridngulos rectangulos son semejantes si tienen proporcionales
Sus catetos respectivamente.

A
D
B C g =
AB_BC . AABC~ ADEF
DE EF

Teorema 3 (LLL)
Tercer criterio.- Dos tridngulos son semejantes cuando tienen proporcionales sus

tres lados.
B B,
/\ Al/\ C:
A C
AB; BiC; AC
Teorema 4

Dos triangulos isésceles son semejantes si tienen proporcionales las bases y otro

lado. B B,
/\ Al/\ Cy
A C

AABC A AA.B,C; son isdsceles
(AB=BC, AB,=BC,)
. AB _ AC
ABr  ACy
AABC ~ AAB,C;
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Teorema 5
Todos los triAngulos cuyos lados sean ordenadamente proporcionales a tres
nameros dados son semejantes entre si.

B B;

nk mk

A t Cl

tk

keR*
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Relaciones Metricas en los Triangulos

PROYECCION ORTOGONAL

La proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta, es el pie de la
perpendicular (P’) trazada por dicho punto a la recta. Esta perpendicular se denomina
proyectante y la recta eje de proyeccion.

e

Punto exterior a la recta

L
b
La proyeccion ortogonal de un segmento AB sobre una recta o eje de

proyeccion es la parte del eje de proyeccion comprendida entre las proyecciones de los
extremos de dicho segmento.
Si el segmento es perpendicular a la recta, su proyeccion es un punto.

B L

A
v

v
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Teorema 1

En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de un cateto es igual al producto de
las longitudes de la hipotenusa y la proyeccion de dicho cateto sobre la hipotenusa.

(La longitud de cada cateto es media proporcional entre la longitud de la hipotenusa y la
proyeccion del cateto sobre ella).

Demostrar:

A AHB ~ A ABC m_ % entonces c? = bm
C
n a 5

A BHC ~ A ABC — = Z entonces a =bn
a

, C2 m

Ademas —=—
a n

Teorema 2

En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es
igual al producto de las longitudes de las proyecciones de los catetos sobre dicha hipotenusa.
(La longitud de la altura es media proporcional entre las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa).

Demostrar:

A ABH ~ A BHC h_ entonces h* = mn
m

n
h
Teorema 3

En todo triangulo rectangulo, el producto de las longitudes de sus catetos es igual al producto
de las longitudes de la hipotenusa la altura relativa a dicha hipotenusa.

Demostrar; |ac = bh

Por Teorema 1:
A AHB ~ A ABC

entonces ac =bh

h_c
a b

Corolario (Teorema de Pitagoras)
En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de sus catetos.

Demostrar:

2
¢’ =bm
Por Teorema 1: i entonces a’+c* =bn+bm
a =bn

at+ct=b’
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Corolario

En todo tridngulo rectangulo, la inversa del cuadrado de la longitud de la altura relativa a la
hipotenusa es igual a la suma de las inversas de los cuadrados de las longitudes de sus
catetos.

a’+c*=b’ 1 1 1
Por Teorema 2y 4: entonces —S+=5=—

2 2 272 2
ac:bh a C h

Relaciones Métricas en los Triangulos Oblicuangulos

TEOREMA DE LAS PROYECCIONES

Primer Caso (Lado Opuesto a un angulo agudo)

En todo tridngulo, el cuadrado de la longitud de un lado que es opone a un angulo agudo, es
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el doble
producto de las longitudes de uno de ellos y la proyeccion del otro sobre aquel.

B
C a
(04

AL y GED) c

2 2
Demostrar: |@~ =b" +c¢” —2bm

A AHB:h*=c*—m? .......... (1)
A BHC:hz2=az—-(b-m)2...... (2)

(1) =(2): c2—m2=a2-Db2+ 2bm - m?

Luego: a’=b’> +c° —2bm

Segundo Caso (Lado opuesto a un angulo obtuso)

En todo tridngulo el cuadrado de la longitud del lado que se opone al angulo obtuso es igual a
la suma de los cuadrados del las longitudes del los otros dos lados mas el doble producto de
las longitudes de uno de ellos y la proyeccion del otro sobre aquel.
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Demostrar:

ABHC: h®=a2— (b +m)2...... (2)

1) =(2): c2—m2=a2—-hb2 —2bm - mz?
Luego: a’ =b>+c* +2bm

Ley de Cosenos

En todo tridngulo el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de los cuadrados de
las longitudes de los otros dos lados menos el doble producto de las longitudes de dichos
lados por el coseno de la medida del angulo determinado por ellos.

Sesabe: a’ =b*+c? - 2bm

B

>

A

|
|

b
Se sabe: a’=b?+c’— 2bm
m
Si:cos@ = — —> m =c cos 0
c
2 2 2
Entonces: a“=b"+c" —-2bccos@

Teorema de Stewart (Teorema de la Ceviana)
En todo tridngulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados adyacentes a una
ceviana interior multiplicados con las longitudes de los segmentos opuestos a dichos lados
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determinados por la ceviana en el lado al cual es relativa es igual al producto del cuadrado de
la longitud de dicha ceviana con la longitud del lado al cual es relativa mas el producto de las
longitudes dicho lado con los segmentos determinados por la ceviana en este.

2 2 2
Demostrar |[C n+a"m = x°b+ bmn

A Acutangulo: A ABD: c?=x*+m?—2pm...(1)
A Obtuséangulo: ABDC: a’=x*+n’+2pn...(2)
(1) xn: ¢ n=xn+m’n—-2pmn
(2)  xm:a’m=x’m+n’m+ 2 pmn

Sumando las dos ecuaciones: a’m + ¢?n = x*(m+n) + mn(m-+n)

Luego : c’n+a’m = x°b+ bmn

Teorema de la Mediana

En todo triangulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de dos lados es igual al doble

del cuadrado de la longitud de la mediana relativa al tercer lado mas la mitad del cuadrado de
la longitud de dicho tercer lado.

B

A

\4

N | o
<
N | o
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Demostrar: c”4+a” = 2x° + —

Se sabe por teorema de Stewart.

A2 Aeanfel

2
Luego: c” +a” = 2x2+b2—

Teorema de la longitud de la Bisectriz Interior
En todo triangulo el cuadrado de la longitud de una bisectriz interior es igual a la diferencia de

productos de las longitudes de los lados adyacentes y los segmentos determinados por dicha
bisectriz en el lado al cual es relativo.

2
Demostrar: |X = ac — mn

Se sabe por teorema de Stewart:

a’m + ¢?n = x°b + bmn

a(am) + c(cn) = x*b + bmn ...(1)
Prop. Bisect. Interiores cn=am .......... (2)

(2) en (1) a(cn) +c (@am) = b (x* + mn)
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a(m+n)=b (x*+mn)

ac (b) = b (x* + mn)

2
Luego: |X = ac — mn

Teorema de la longitud de la Bisectriz Exterior

En todo triangulo el cuadrado de la longitud de una bisectriz exterior (cuyos lados adyacentes
a la bisectriz sean diferentes en longitud) es igual a la diferencia de productos de las
longitudes de los segmentos determinados por la bisectriz en el lado al cual es relativa y los
lados adyacentes a dicha bisectriz.

Demostrar X = mn -— ac

Se sabe por teorema de Stewart
c®n + x% (m-n) = a’m + mn (m-n) ... (1)
Prop. Bisec. exteriores.cn=am .................... (2)
(2) en (1) (x* - mn)(m = n) = a’m - c¢°n
(x* - mn)(m = n) = a(cn) — c(am)

(x* - mn)(m = n) = -ac (M- n)

2
Luego: X = mn — ac

Teorema de Herdn

En todo triangulo, la longitud de una altura es igual al doble de la inversa de la longitud del
lado al cual es relativa multiplicado con la raiz cuadrada del producto del semiperimetro de la
region limitada por dicho triangulo con la diferencia de dicho semiperimetro y la longitud de
cada uno de sus lados.
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Demostrar: |1 = %\/p(p —a)(p-b)(p-c)

Donde:
_a+b+c

P = semiperimetro de la region triangular ABC 5

A AHB:hz2=c2—-m2 ... (1)

Teorema de la proyeccién en el A ABC: a?=b?+c?—2mb

b’ +c’—a’
m=——————..... 2
o (2)
b2 +c2—a2
Reemplazando (2) en (1) h? = ¢? —( ;b 2 )?

4b” h? = (2bc)® — (b* + ¢* —a%) ?

4b? h? = (2bc + b? + ¢? — a%) (2bc — b? = c? + a9)
4b® h? =[(b + ¢)* —a’] [a® - (b —c)?]
4b*’h?’=(b+c+a)(b+c—a)(@a+b-c)(a-b+c)

4b? h? = (2p) (2p — 2a) (2p — 2¢) (2p — 2b)

e |h= %Jp(p “a)p—b)p—0)

Teorema de Euler
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En todo cuadrilatero se cumple que la suma de los cuadrados de los cuatro lados es igual a la

suma de los cuadrados de las diagonales mas el cuadruplo del cuadrado del segmento que
une los puntos medios de las diagonales.

B

Demostrar: |a> +b?+c¢?+d*=BD? + AC? + 4x°>

Aplicando el teorema de la mediana en:

2
AABC: a2+b2:2BP2+AC (D)
2
AADC: ¢ +d* =2Dp* + 25 e (2)
2
ABPD: BP®+DP” = 2x + 52 ..(3)

Sumando las ecuaciones (1) y (2)

a’ +b>+c’ +d> =2(BP* +DP*)+ AC’

2
a2+b2+c2+d2:2(2x2+%J AC?

Luego: 3,2 +1b2 + C2 + d2 IBD2 + AC2 + 4-X2

Ejercicios para clase:
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Teorema de Booth

En todo triangulo se cumple que la suma de los cuadrados de las tres medianas es igual a tres
cuartos de la suma de los cuadrados de los tres lados.

B

AP* +BQ* +CR’ = %(a2 +b”+c?)

Teorema

En todo rectangulo se cumple que la suma de los cuadrados de las distancias de un punto
cualquiera, hacia dos vértices opuestos, son iguales.

Si “P” es un punto cualquiera que puede encontrarse en el interior, exterior o en el mismo
rectangulo, entonces:

B C

— _— N

C

a’+c’ =b*+d°?
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RELACIONES METRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA

Teorema de las Cuerdas

Si por un punto del interior de una circunferencia pasa una cuerda, entonces el producto de
las longitudes de los dos segmentos determinados es una constante.

Si P es un punto del interior de la circunferencia se cumplira:

B
AAPD ~ACPB: |PA x PB = PC x PD |

Teorema de las Secantes
Si por un punto exterior de una circunferencia pasa una secante, entonces el producto entre
las longitudes del segmento secante y su parte externa a la circunferencia es constante.

Si P es un punto del exterior de la circunferencia se cumplir&:

A PAC ~ A PBD PA x PB = PC x PD
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Teorema de la Tangente

Si desde un punto del exterior de una circunferencia se trazan una tangente y una secante,
entonces el cuadrado de la longitud de la tangente es igual al producto entre las longitudes
del segmento secante y su parte externa a la circunferencia.

Si P es un punto del exterior de la circunferencia se cumplira

A APB ~ A APC PA* = PBxPC

RAYOS ISOGONALES

Dos rayos son isdgonales con respecto a los lados de un angulo con origen en el vértice del
angulo, cuando estando ambos en el interior o en el exterior, forman angulos congruentes con
los lados del angulo.

0

0

J
J
-
J
-
J
0
-
J
J
J
J
J
U
J
0
J
Q)
J
Q)
J
0
J

A . ‘

Teorema de las Isogonales
En todo triangulo se cumple que el producto de dos lados es igual al producto de sus

isogonales, donde una de ellas esta limitada por el tercer lado y la otra por la circunferencia
circunscrita al triangulo.
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A AMB ~ A BCN: BA x BC = BM x BN

COROLARIO:

En todo tridngulo se cumple que el producto de dos lados es igual al producto entre la altura
relativa al tercer lado y el didmetro de la circunferencia circunscrita.

Se verifica que la altura BN y el diAmetro BM son conjugadas isogonales; luego:

A ANB ~ A MCB: axc=2Rh
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Teorema de Ptolomeo:
En todo cuadrilatero inscrito a una circunferencia, el producto de las diagonales de sus
diagonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos.

Demostrar: ACxBD = ac + bd

Sea:. AC=y , BD=x
Trazamos BE, tal que:

m«Z ABE=m« DBC =60
Si: AE=t=EC=y-t

A ABE ~ A BCD:

A EBC ~ A ABD:

3:%: bd = x(y—1)....(2)

X
(1)+(2): ac+bd=xt+x(y-t)

Luego: ACxBD = ac + bd
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Teorema de Viette:

En todo cuadrilatero inscrito en una circunferencia, la razéon de sus diagonales es igual a la
razon de las sumas de los productos de los lados que concurren en los extremos de cada
diagonal.

AC ad + bc
Demostrar: BD ab + cd

(1) Trazar la cuerda AE =CD
La medida de los arcos

mAB+m BC+mCD =m AD

y mEA+mAB+mBC =mEC

Si: mAD =mEC

Entonces las cuerdas: AD=EC =d

En el cuadrilatero ABCE
Por el teorema de Ptolomeo:
ad +bc = (AC)(BE)
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(2) Trazar la cuerda DF = AB
La medida de los arcos

mAB+mBC+mCD =m AD

y mBC+mCD+mDF =mBF

Si: mAD = mBF

Entonces las cuerdas: AD = BF =d

En el cuadrilatero BCDF
Por el teorema de Ptolomeo:
ab + c¢d = (BD)(CF)

Luego: ad +be = (AC)(BE) .......(1)
ab +cd = (BD)(CF)........ )

ad +bc _ (AC)(BE)

Dividiendo (1) con (2) ab+cd  (BD)(CF)

Si: me}Z = mCﬁF , entonces BE=CF
AC ad + bc

Luego: =
BD ab + cod
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